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Cet ouvrage est destine aux etudiants de deuxieme annee des classes 
preparatoires aux grandes ecoles et aux etudiants du tronc commun de 
technologie des universites ainsi que les etudiants du semestre 3 des 
sciences techniques du systeme LMD. II contient des chapitres de cours et 
des exercices resolus a la fin de chaque chapitre. Les solutions sont souvent 
detaillees et permette a Fetudiant de completer sa comprehension du cours et 
faire soit meme son evaluation. 

Les deux premiers chapitres traitent les outils mathematiques notamment les 
torseurs utilises pour simplifier Fecriture des equations de la mecanique. 

Le chapitre trois decrit Fequilibre statique des solides et les differentes liaisons 
entre les solides et les equations qui les regissent. 

Le chapitre quatre est consacre a la geometrie des masses done aux centres 
d’inertie et aux tenseurs d’inertie des solides. Savoir utiliser le theoreme de 
Huygens permet de resoudre un bon nombre de problemes en mecanique des 
solides et vibrations. 

Les chapitres cinq, six et sept traitent la cinematique du point materiel et la 
cinematique du solide indeformables ainsi que les contacts entre les solides. Le 
maniement des angles d’Euler et leur assimilation sont indispensables pour la 
comprehension de la mecanique des solides. 

Les chapitres huit et neuf decrivent la cinetique et les theoremes fondamentaux 
de la dynamique et le principe de Faction et de la reaction. 

Le dernier chapitre traite la dynamique des solides en mouvements de rotation 
autour d’un axe et de leur equilibrage statique et dynamique. 

De nombreux exercices resolus dans cet ouvrage montrent aussi la maniere dont 
il faut utiliser les theoremes generaux de la mecanique et combien il est 
important de faire un bon choix des reperes pour la determination des elements 
cinematiques et cinetiques des solides. 

La mecanique est la science qui decrit les lois des mouvements et de Fequilibre. 
Elle est a la base du dimensionnement des mecanismes, des machines, des 
structures, des ouvrages et autres realisations de l’homme. 

J’espere que le lecteur ayant utilise Fouvrage pourra a la fin, en utilisant les 
torseurs des actions mecaniques et les differentes liaisons, ecrire les equations de 
mouvement d’un mecanisme quelconque et resoudre le probleme. 

Je tiens a remercier, toutes celles et ceux qui voudrons me faire parvenir leurs 
critiques, remarques ainsi que leurs suggestions afin d’ameliorer le contenu de cet 
ouvrage. 



L’ auteur 

Email : kadikali@yahoo.fr 



Preface 



Quand Ali KADI m'a amicalement demande d'ecrire la preface de cet ouvrage, je 
n'ai pas hesite a repondre aff irmativement. L'occasion qui m'est done offerte me 
permet de m'adresser directement aux etudiants, aux enseignants et ingenieurs 
concernes par cet ouvrage. Elle me permet aussi de temoigner toute ma 
reconnaissance a lauteur qui nous a offert, la, un ouvrage fort interessant 
traitant d'un domaine cle des sciences de I'ingenieu r, a savoir la « cinematique et 
dynamique des sotides indeformables» ou chaque cours est suivi dune serie 
d'exercices corriges. 

L'ouvrage est structure en chapitres complementaires les uns des autres, 
traitant en detail de la geometrie des masses jusqua la dynamique des solides en 
passant par les theoremes fondamentaux de la dynamique et du principe de 
Taction et de la reaction. II s'adresse aussi bien aux etudiants des deux 
premieres annees des universites, aux etudiants des classes preparatoires aux 
grandes ecoles, ainsi qu'aux enseignants et ingenieurs. Chacun en trouvera ce 
dont il a besoin. L'etudiant, pour approfondir ses connaissances et aller au-dela 
des concepts vus aux cours. L'enseignant, pour ameliorer sa source de savoir. 
L'ingenieur pour en faire une reference indispensable. 

L'ouvrage propose integre un element nouveau : I'approche methodologique de 
resolution de problemes. Corollaire dune dizaines d'annees de travail 
universitaire effectuee par I'auteur, I'approche est construite avec le souci 
constant de proposer des exercices corriges a diff iculte croissante, permettant 
la maTtrise graduelle des principes directeurs du cours. 

Enfin, I'heureuse idee d'avoir inclut au debut de l'ouvrage une selection des 
principaux outils mathematiques connexes a la comprehension de la science 
mecanique, ne peut que renforcer la notoriete de cet ouvrage. 



Professeur Kamel BAbbARI 
boyen de la faculte des sciences 
Universite de Boumerdes 
Algerie 
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CHAPITRE I 



LES OUTILS MATHEMATIQUES 



A. KADI 
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LES OUTILS MATHEMATIQUES 



La modelisation de l’espace reel, considere dans le cadre de la mecanique classique comme 
etant a trois dimensions, homogene et isotrope suppose l’introduction d’outils mathematiques 
tel que les vecteurs, et les notions sur les torseurs. Dans cette partie nous presenterons les 
rappels et l’ensemble des operations mathematiques sur les vecteurs. Nous developperons 
aussi l’etude sur les torseurs qui sont des outils mathematiques tres important en mecanique 
classique, notamment en mecanique des solides. L’ utilisation des torseurs en mecanique 
permet de simplifier l’ecriture des equations relatives aux grandeurs fondamentales de la 
mecanique. 

1. Operations sur les vecteurs 

— > 

Dans tout ce qui suit, on s’interessera a l’ensemble E des vecteurs V de l’espace usuel. E est 
un espace Euclidien a trois dimensions. 

2. Definition 

Un vecteur est un segment de droite OA sur lequel on a choisi une origine O et une extremite 
A ; il est defini par : 

son origine ; A 

sa direction ; 
son sens ; 
son module. 

Par convention on adopte la notation suivante : vecteur : V ou OA 

3. Classification des vecteurs 
II existe plusieurs types de vecteurs : 

Vecteur libre : la direction, le sens et le module sont donnes mais la droite support et le 
point d’ application (origine du vecteur) ne sont pas connues ; 

Vecteur glissant : le point d’ application (origine du vecteur) n’est pas fixe ; 

Vecteur lie : tous les elements du vecteur sont determines ; 

Vecteur unitaire : c’est un vecteur dont le module est egal a 1 . 
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4. Composantes d’un vecteur 

Considerons une base de l’espace R 3 notee : R 0 = ( O , e 1 ,e 2 ,e 3 ) . Cette base est orthonormee 
1 si i = j 



si : e i -e j = 



0 si i * j 




La base R 0 est dite directe si un observateur se pla§ant a 

— > — » 

l’extremite du vecteur e 3 verra le vecteur e x tourner vers le 

— > 

vecteur e 2 dans le sens contraire des aiguilles d’une montre. 

— ^ 

Dans cette base un vecteur V de composantes (x, y, z) e R s’ecrirait : 

V = xe x + ye 2 + ze 3 

— ^ 

Les quantites reelles x, y, z sont appelees composantes du vecteur V dans la base R . 

— » 

La notation adoptee est la suivante : V = 



R, 



o 

5. Loi de composition interne : Somme vectorielle 

— > -» 

La somme de deux vecteurs V l et V 2 est un vecteur W tel que : 

V V X ,V 2 etf 3 nousavons W=V l + V 2 tR 3 

— ^ ^ ^ ^ 

Soit (a x ,a 2 ,a 3 ) les composantes du vecteur V, d’ou : V l = a, e x + a 2 e 2 + a 3 e 3 et 

— » — > — > — > — > 

(b x ,b 2 ,b 3 ) les composantes du vecteur V 2 d’ou : V 2 = b x e x + b 2 e 2 + b 3 e 3 

Le vecteur somme est defini par la relation : 

— » — > — > 

W = y, + V 2 = (a x +b j ) e, + ( a 2 +b 2 )e 2 + ( a 3 +b 3 )e 3 

— > 

L’element neutre ou vecteur nul, est note : 0 = (0,0,0) 



5.1 Proprietes de la somme vectorielle 

— » — » — » -» 

la somme vectorielle est commutative : Vi + V 2 = V 2 + V x ; 
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( -> 




— > -A 


r -> 




y,+y 2 


+ y 3 =y 1+ 


v 2 +y, 


V 


y 1 






J 



( -A 
-V 
V ) 



= 0 



la somme vectorielle est associative : 

— ^ ^ 

l’element neutre est defini par : V+ 0 = V ; 

— » — > — > 

A tout vecteur V correspond un vecteur oppose note - V tel que : V + 

5.2 Multiplication par un scalaire 

— > 

Si A est un nombre reel et V un vecteur, leur produit est un vecteur. 

\/A&R , VVetf 3 ========> W = AVeR 3 

— > — > 

Le vecteur W est colineaire au vecteur V . 

Si le vecteur V a pour composantes (a, b, c) tel que \ V = a l e l + a 2 e 2 + a 3 e 3 ; le vecteur W 
s’ecrirait : W - Aa i e x + Aa 2 e 2 + A a 3 e 3 

La multiplication d’un vecteur par un scalaire verifie les proprietes suivantes : 

— > — > — > 

a ) Distribution par rapport a l ’ addition des scalaire s : (A l + A 2 )V = A 1 V+ A 2 V ; 

— > — > -> — » 

b) Distribution par rapport a la somme vectorielle : A(V : + V 2 ) = A V, + A V 2 ; 

— ^ ^ 

c) Associativite pour la multiplication par un scalaire : A X (A 2 V ) = A X A 2 V 

6. Combinaison lineaire des vecteurs 



Soitles n vecteurs: V,,V 2 ,V 3 , 



.V : 



,V n del’espace R 3 et A l ,A 2 ,A 3 , A n des 



nombres reels. Les vecteurs A I V l ,A 2 V 2 ,A 3 V 3 , A i V i A n V n sont aussi des 

— ^ 

vecteurs de l’espace R 3 ainsi que leur somme W defini par : 

W = 1, V, + 4 v 1+ z, v,+ + AK=t^v, 



Le vecteur W est appele combinaison lineaire des vecteurs : V l ,V 2 ,V 3 ,. 

6.1. Dependance et independance lineaire entre les vecteurs 

6.1.1. Definition 



.V. 



Onditqueles n vecteurs: V l ,V 2 ,V 3 ,. 



■V: 



,V n de l’espace R 3 sont lineairement 
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II — ^ ^ 

independant si et seulement si, ils verifient la relation suivante : ^ A : V i = 0 entraine que 

i 

tous les A i sont nuls. 

Y j A i V i =A l V i + A 2 V 2 +A 3 V 3 + + A n V n =0 «• A 1 =0 , A 2 =0 , A n = 0 

i 

Si les A i ne sont pas tous nuls on dit que les vecteurs sont lineairement dependant entre eux. 

6.1.2. Proprietes sur l’independance des vecteurs 

— > 

a) Un vecteur V est a lui seul un vecteur lineairement independant ; 

b) Dans un systeme de vecteurs lineairement independants, aucun d’ entre eux ne peut etre un 
vecteur nul ; 

c) Dans un ensemble de vecteurs independants, tout sous ensemble preleve sur ces vecteurs 
forme un systeme de vecteurs independants. 



6.1.3. Proprietes sur la dependance des vecteurs 

Si n vecteurs sont dependants entre eux alors, au moins l’un d’entre eux est une combinaison 

— > — » -> — > — > 

lineaire des autres. Soit les n vecteurs : V l ,V 2 ,V 3 , V l V n de l’espace R 3 et 

A 1 ,A 2 ,A 3 , A n des nombres reels, si ces vecteurs sont lineairement dependants la relation : 

» -> -> 

t.W = o 



Implique qu’il existe des A t non nuls, de telle sorte que la relation puise s’ecrire 



+ A 3 V 3 + . 


+ K V n = 0 


qui donne p 


— > 


f ~ > — > 




«=- 


A 2 V 2 + A 3 + 


+ A„V„ 




V 


J 


-> 1 


f -» — > 


^x 




A 2 V 2 + A 3 V 3 + 


+ ^nK 



h V 



On dit alors que V l depend lineairement des vecteurs : V 2 ,V 3 , V n 

Remarque : 



a) Si V l ,V 2 ,V 3 , V n sont lineairement independant, alors les vecteurs 

—»—»—» — > — > 

V 1 ,V 2 ,V 3 , K-Li- y n + 2 v le sont aussi quel que soit les vecteurs , V„ +1 , V n+2 ,... 
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Dans un ensemble de vecteurs lineairement independants, chaque vecteur est une 
combinaison unique des autre s vecteurs. 

— ^ ^ ^ ^ ^ > 

b) Soit W = '^ j a j V j et U = '^ j j3 i V i deux vecteurs independants: 

i i 

L’egalite entre les deux vecteurs independants est equivalente a n egalites entre les nombres 

reels : Si W = V <» a i = (d i 

7. Produit scalaire de deux vecteurs 

— » — » 

On appelle produit scalaire de deux vecteurs V l et V 2 une loi de composition externe qui 



associe aux deux vecteurs, un scalaire (nombre reel) note : V 1 -V 2 tel que : 



WV v V 2 eR 3 => V r V 2 eR 



V r V 2 = 



V, 






cosiV , , V 2 ) ; le resultat d’ un produit scalaire est un scalaire. 



Le produit scalaire est nul, si : 

■ Les deux vecteurs sont orthogonaux ; 

■ L’un des vecteurs est nul. 

7.1 Proprietes du produit scalaire 

f —> — » A -» — > — > — > 



a) linearite : 



y^v 2 






V,.lL + y 2 .lL 



V y 



f ->) 






_> \ 


AV 


.W=A 


v.w 


\ > 




\ 


J 



b) symetrie par rapport aux vecteurs : V-W 



W.V done : V.V >0 si V * 0 



Le produit scalaire est une forme lineaire symetrique associee aux vecteurs V et W . 

7.2 Expression analytique du produit scalaire 



Considerons une base b de l’espace R 3 notee : b = {e l ,e 2 ,e 2 ) . Cette base est orthonormee si : 



-*■ f 1 si i = J 
' 7 [0 si i*j 

La base b est dite directe si un observateur se pla§ant a 1’extremite 
— > — > ->■ 

du vecteur e 3 verra le vecteur e x tourner vers le vecteur e 2 

dans le sens contraire des aiguilles d’une montre. 
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Soient deux vecteurs V l et V 2 . Leurs expressions dans cette base sont 



Vj = a 1 e, + a 2 e 2 + a 3 e 3 



V 2 =b t e t + b 2 e 2 + b 3 e 3 

Le produit scalaire des deux vecteurs est donne par : 



^2 = 



U 2 ^ 2 ^ a 3 ^3 



b l e l + b 2 e 2 + b 3 e 3 = a l b l + a 2 b 2 + a 3 b 3 



7.3. Norme ou module d’un vecteur 



On appelle norme ou module d’un vecteur V , note : 




la racine carree positive du produit 



scalaire du vecteur par lui-meme. 





Nous avons en particulars 



Ay 



= u 



V 



— > 




—> 




— » — > 




— > 




— > 




Vl 


— 


V2 


< 


v,+v 2 


< 


V. 


+ 


V2 


: appele inegalite triangulaire. 



7.4. Vecteurs orthogonaux 

Deux vecteurs sont dits orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul : 



Si V1W <=> V.W =0 

Si trois vecteurs non nuls sont orthogonaux deux a deux, ils sont alors lineairement 
independant et ils constituent une base orthogonale dans R . 



7.5. Base orthonormee 

Une base est dite orthonormee si les vecteurs qui la constituent sont perpendiculaires deux a 

— ^ ^ ^ 

deux et si leurs normes sont egales a 1 . Si b = (e l ,e 2 ,e 3 ) est orthonormee nous avons alors : 



— > — > 
e i ’ e 2 


= 0 


— > — > 

, 6?1 • £3 ^ 9 


— > — » 
e 2 * e 3 


= 0 


— > — > 








— > 


e \ * e \ 


2 1 

= e, =1 


, ^2* ^2 = ^2 = ^ 9 


^3 * ^3 


2 1 

= e 3 = 1 
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8. Produit vectoriel de deux vecteurs 

— » — » — > 

Le produit vectoriel de deux vecteurs V 1 et V 2 dc l’espace R est un vcctcur W 

— > — > — > — > — > 

perpendiculaire a V l et V 2 , defini par : W = V, a V 2 = 



— > 




— > 






V t 




V2 


sin 


y^i 
\ j 



ou n : est un vecteur unitaire perpendiculaire a V l et V 2 
Le produit vectoriel est nul si : 

Les deux vecteurs sont colineaires ; 

L’un des vecteurs, est nul. 

8.1. Proprietes du produit vectoriel 

a) Le module du produit vectoriel est egal a l’aire du parallelogramme forme par V 1 et V 1 ; 

b) Le produit vectoriel est distributif a gauche et a droite pour la somme vectorielle : 

(y x +v 2 ) a w= v x a w+v 2 a w 

W a{V x + V 2 ) = WaV x +WaV 2 

c) Le produit vectoriel est associatif pour la multiplication par un nombre reel : 

U?)A W=A(V a W ) 

V aAW) = A(Va W ) 

d) Le produit vectoriel est antisymetrique (anticommutatif) 

y lA v 2 =-y 2 A v, 

Si on applique cette propriete au produit vectoriel d’un meme vecteur, nous aurons : 
y A V =-(V A y) = 0 

On deduit a partir de cette propriete que : deux vecteurs non nuls sont colineaires si et 
seulement si leur produit vectoriel est nul. 

Si y t // y 2 alors V x a V 2 = 0 

En effet si V x II V 2 on peut ecrire : V 1 = A V 2 V, a V 2 = A(V 2 a V 2 ) = 0 
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8.2. Produit vectoriel des vecteurs unitaires d’une base orthonormee 

— ^ ^ ^ 

Si b = (e x ,e 2 ,e 3 ) est orthonormee nous avons : 

Sens direct : 



e x a e 2 = e 3 



e 2 Ae 3 = e x 



e 3 a e x = e 2 



e 3 Ae 2 e i 



e l /\e 3 = —e n 



Sens oppose : e 2 a e x = -e 3 

8.3. Expression analytique du produit vectoriel dans une base orthonorme direct 

— > — > 

Le produit vectoriel de deux vecteurs V x et V 2 de composantes respectives dans une base 



orthonormee direct R: 



V,= 



*1 



et V, 










|X f 




A • 


1! 


A 




Z 2 



z > 
z v 

Z x X 2 -X x Z 2 

X x Y 2 -Y x X 2 



R 



V 7 -7 Y 
1 X z -‘2 



R 



X , 



8.4. Produit mixte 

— > — > -> 

On appelle produit mixte de trois vecteurs V X ,V 2 ,V 3 pris dans cet ordre, le nombre reel defini 

— > S' — > — > ^ 

par : V x • V 2 a V 3 

V ) 

Le produit mixte est done un scalaire egal au volume 
du parallelepipede forme par les trois vecteurs. 

Le produit mixte est nul, si : 

les trois vecteurs sont dans le meme plan ; 
deux des vecteurs sont colineaires ; 
l’un des vecteurs, est nul. 




On montre facilement que, dans une base orthonormee directe, le produit mixte est un variant 
scalaire par permutation circulaire direct des trois vecteurs car le produit scalaire est 
commutatif: 



— » 


( -> 




—> 


( -> 




— > 


r _> 






V,aV, 


= v 3 . 




• 

ii 


^aV, 






2 






2 






J 
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Remarque : 

Une notation simplifiee, dans laquelle les operateurs n’apparaissent pas, est adoptee dans ce 
cas pour faciliter l’ecriture des equations vectorielles : 



Vi- 



V 2 aV 3 



est equivalent a V r V 2 ,V 3 






V l .v 2 ,v 3 = v 3 .v lt v 2 = v 2 ,v 3 ,v , 

J V J V 



nous avons alors : 

8.5. Double produit vectoriel 

-> ^ ^ -> 

Le double produit vectoriel de trois vecteurs respectifs V l ,V 2 ,V 3 est un vecteur W exprime 



par la relation : W = V X a 



V 2 aV 3 



. Le vecteur W est perpendiculaire au vecteur V t et au 



V J 
— > — > 

vecteur forme par le produit : V 2 a V 3 , il est done dans le plan forme par les vecteurs 

— > — > — » 

V 2 et V 3 . Le vecteur IV peut s’ecrire : W = a \/ 2 + b V 7 , 

Nous pouvons presenter cette relation autrement par identification des scalaires a et b, on 
obtient : 



VjaV 2 aV 3 =(^.y 3 )y 2 - (^.y 2 )y 3 

II faut faire attention a l’ordre des vecteurs car le produit vectoriel n’est pas commutatif. 
Pour retenir cette formule, il est plus simple de l’ecrire sous la forme : 

AaBaC = B(A.C) - C (A. B) 



9. Projection des vecteurs 

9.1. Projection orthogonale d’un vecteur sur un axe 

-» — » 

Soit V un vecteur quelconque, et ( A ) un axe de l’espace defini par son vecteur unitaire u . 

— » — » 

La projection orthogonale du vecteur V est la composante V u de ce vecteur du cet axe. 



V u =(V.u)u 
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9.2. Projection orthogonale d’un vecteur sur un plan 

— » — > 

Soit V un vecteur quelconque, et {n ) un plan de l’espace defini par la normale n . La 

— > — > 

projection orthogonale du vecteur V est la composante V K dans le plan. 

— » 

Le vecteur V a deux composantes l’une dans le plan et 1’ autre perpendiculaire au plan. On a 

ainsi : V n = V - V n = V - ( V . n) n 

Qui s’ecrit aussi sous la forme : V K =(n. n)V - (V . n) n 
On retrouve la relation du double produit vectoriel 

entre les vecteurs V et n : V, = n/\(V /\n ) 




10. Division vectorielle 

— > — > 

Si X a V = W , on dit que X est le resultat de la division vectorielle de W par V 

— » 

i) V ne doit pas etre un vecteur nul ; 

ii) W et V doivent etre orthogonaux 

— > — > — > — > 

S’il existe une solution particuliere X 0 , alors elle est la forme X 0 = a V a W 

En rempla§ant cette valeur dans 1’ expression X a V = W on obtient : 

a(y aW) aV =W ^ dW(V.V)-aV(V.W)=W 
— > — > — > — > 

Comme V _L1V alors V •W = 0 ; on obtient : 

aW(V.V)=W => a = 



1 



Nous avons aussi : XaV = X„aV 



v- 



(X- X 0 ) a V = 0 cette expression montre que le 



vecteur (X- X 0 ) est parallele a V , dans ce cas nous pouvons ecrire que 



(X-X {) ) = AV avec A e IR ou X = X () + AV 



finalement : 



X =— — ^— + AV 
V 
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11. Regie des sinus dans un triangle 

Soit un triangle quelconque ABC nous pouvons etablir une relation entre les trois cotes et les 
trois angles du triangle. 

Dans les triangles ABD et CBD , nous avons : 



C 



sin a = 



DB 



et sin (3 = 



DB 



AB BC 

d’ou : AS sin a = SCsin /? 

_ ,,, . BC AB 
On deduit : 




sin a sin (3 

De meme pour les triangles AEC et BEC , nous avons : 



EC EC 

sin a = et sin (^-0)=-^ d’ou AC sin a - BC sin(;r - 9) - BC sin 6 



AC 



On deduit : 



BC 



BC AC 



sin a sin 6 

On deduit finalement une relation appelee regie des sinus dans un triangle: 

BC AB AC 



sin a sin/? sin# 

12. Operateurs et vecteurs 

12.1 Operateur gradient dans un repere orthonorme R{0, i ,j,k ) 

■ 8 8 8 

On defini l’operateur vectorielle note : V = — i-\ H k comme etant la derivee dans 

8x 8y 8z 

l’espace suivant les trois directions des vecteurs unitaires. 

Le gradient d’un scalaire U est defini comme etant la derivee vectorielle suivant les trois 

— > — » -» 

directions respectives i,j,k par rapport aux variables : x, y, z . 

> QU -> QU -> QJJ -> > -> 

gradU(x,y,z) = i- 1 j - 1 k ou gradU =VU 

8x 8y 8z 

Exemple : 

U = 3xy-2zx + 5yz : ^- = 3y-2 z , ^- = 3x + 5z , ^- = -2x + 5 y 

8x ’ 8y 8z 



gradU (x, y, z.) = (3y - 2 z) i + (3x + 5 z) j+ (~2x + 5 y)k 
Le gradient d’un scalaire est un vecteur. 
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12.2 Operateur divergence dans un repere orthonorme R(0, i,j,k ) 

— > 

La divergence d’un vecteur V = V x i + V j+V,k est definie comme etant le produit scalaire 

d 8 d 

de 1’ operateur : V = — H j-\ k par le vecteur V ; note : divV = V.V 

dx dy dz 



div(V) = 



f 8 ■? d A d ^ f 



— i H j-\ k 

dx dy dz, y 



8V, dV v dV_ 



■ + — - + ■ 



dx dy dz 



V x i + V y j+V z k 
La divergence d’un vecteur est un scalaire. 

— » — » — > 

12.3 Operateur rotationnel dans un repere orthonorme R(0, i,j,k ) 

— » — » — » — > 

Le rotationnel d’un vecteur V = V x i + V j + V z k est definie comme etant le produit 

d d d 

vectoriel de 1’ operateur : V = — i-t j-\ k par le vecteur V ; 

dx dy dz 



rot V = V a V 



rot(V) = 



f d A d A d f 



— i + — H k 

dx dy dz y 



A 



Le rotationnel d’un vecteur est aussi un vecteur. 



Sous la forme matricielle nous aurons : rotfV ) = 



' d 


V, 


dx 




d 




A 


V v = < 


dy 


y 


d 




. & 


y* 



V x i + V y j+V k 



8V, dV v 



dy dz 
dV , dV. 



dz dx 
dV, dV x 



dx dy 



Remarque : 



Si / est un champ scalaire et A et B deux vecteurs quelconques, les relations suivantes 
sont verifiees : 

-» -» -» > 

div(f A) = fdiv A + A gradf ; 

-> > -> -> d 2 d 2 d 2 

rot(rot A) = grad(div A) - A A , avec A = — — H ; 



dx 2 dy 2 dz 2 



rot (f A) = gradf a A) + f rot(A) ; 

> > -» 

rot(gradf) = 0 ; 

> — > 

div( rot(A) = 0 ; 

div( Aa B ) = 5. rot(A) - A. rot(B) 
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EXERCICES ET SOLUTIONS 



Exercice 01 : 

Deux points A et B, ont pour coordonnees cartesiennes dans I’espace : A(2,3,-3), B(5,7,2) 

> 

Determiner les composantes du vecteur AB ainsi que son module, sa direction et son sens. 

Solution : 

> > > > 

Le vecteur AB est donne par : AB = OB+ OA = 3 i + 4 / + 5 i 

Son module : AB = V 3 2 + 4 2 + 5 2 = V50 

Sa direction est determinee par les angles (a, (L0) qu’il fait avec chacun des axes du repere. 

> 

Ses angles se deduisent par le produit scalaire du vecteur AB par les vecteurs unitaires du 
repere orthonorme : 



AB V50 

> 

son sens : comme le produit scalaire du vecteur AB avec les trois vecteurs unitaires est 
positif alors, il a un sens positif suivant les trois axes du repere. 



a = (AB,i) : AB* i - ABA. cos a <=> cosa = = — == 

AB V50 



= 0.424 => a = 64.89° 




AB V50 






B 



— > 

+ j 



A 
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Exercice 02 : 

— > — » 

La resultante de deux forces F l et F 2 est egale a 50 N etfait un angle de 30° avec la 

— > 

force F l = 1 5N . Trouver le module de la force F 2 et I’angle entre les deux forces. 



Solution : 



R = 50 N ; V l =15N ; a- 30° , n ous avons : R = F x + F 2 
Dans le triangle rectangle: ACD rectangle en D, nous avons : 



AC 2 = AD 2 + DC 1 

AD = AB + BD = Fj + F 2 cos 0 

DC = F \ sin 6 



A 




On obtient alors : R = (F 1 + F^ cos 6) ~ + (F 2 sin 6 ) " = F{ + F 2 + 2F l F, cos 6 



R~ = F{ + F 2 + 2F x F 2 cos 0 (1) 

CD 



sin a = 



Nous avons aussi : 



sin^ = 



R 

CD 



CD = R sin a 



CD = ^ sin 6 



R sin a = F 2 sin 0 (2) 



et cosa = 



AD Fj + F 2 cosF 



R 



R 



cos 6 = 



Rcosa - F, 



(3) 



en rempla§ant l’expression (3) dans (1), on aboutit a : 



R 2 = F 2 + F 2 2 + 2F t F 2 



R cos a - F, 



V 1 2 



= F 2 + F 2 + 2F 1 {Rcosa - F,) 



d’ou : F 2 = ^R 2 -F x 2 - 2Ff Rcosa - F { ) 



F 2 = yj50 2 -15 2 - 2xl5(50cos 30° - 15) = 44,44iV 

T , . , „ 50COS30-15 ^ 

L expression (3) nous donne : cos 6 = — = 0,566 => 0 = 55,528 
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Exercice 03 : 

— > » — > -> — > 

Soient les vecteurs suivants : U l = A l i + A 2 j+ A 3 k et U 2 = B l i + B 2 j+ B , k 

— > — » — > — » -A — > 

1) Calculer les produits scalaires : U r U 2 , U 1 *U l , U 2 -U 2 , 

-> -»-»-»-» -> — > -» — > — > — » 

On donne : Vj = 2 i - j+5k , V 2 = -3 / + 1,5 j-1.5k , V 3 = -5 / + 4 j + k 

2) Calculer et ^aV 2 ; 

3) Sans faire de representation graphique que peut-on dire du sens et de la direction du 

— » — > 

vecteur V 2 par rapport a V, ; 

4) Calculer les produits suivants V l • (V 2 a V 3 ) et V x a (V 2 a V 3 ) ; 

— > — » 

5) Determiner la surface du triangle forme par les vecteurs V 2 et V, 



1 /x y 2 



2 


' -3 


'7,5 -7,5 


-1,5 a - 


1,5 =• 


- 1,5 + 1,5 = < 


5 


r 

i 

c/> 


3-3 



Solution : 

1) U r U 2 = A l B l +A 2 B 2 +A 3 B 3 , U r U t = A? + A 2 + A 3 , U 2 .U 2 = B[+B;+B 3 

2) V r V 2 = -6-1,5 -37,5 = -45 

0 
0 
0 

3) Comme le produit vectoriel des deux vecteurs est nul, alors ils sont paralleles 

^aV 2 = 0 => V x HV 2 

— > — > — > — > 

De plus leur produit scalaire est negatif V r V 2 = -45 , alors les vecteurs V x et V 2 

paralleles et de sens opposes 

1 2 ff-3 f— 5^| f 2 f 31,5 

4) V r (V 2 A V 3 ) = < -1« < 1,5 a< 4 =< -1*< 40,5 =63-40,5-22,5 = 0 

5-7,5 1 5 -4,5 

C \ C C / c c 

on peut retrouver ce resultat par la methode vectorielle : 



Nous avons V, // V 2 soit W =V 2 a V 3 <=> < 



V J w -> -> 

J ^ , calculons V l -W 

V 3 ±W 



sont 
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V 2 11V et V, // v 2 => v t ±w <=> v 1 .w = 0 

\/A(vU y 3 ) = < 



' 2 


r 


' -3 


-5" 




' 2 


31,5 


-1a 


< 


1,5 A- 


4 


= . 


-1a- 


40,5 = < 


5 


\ 


-7,5 


.K 




5 


“ 4 ’ 5 



-198 

166.5 

112.5 



VjAlVjA V 3 ) = -198 1 + 166 j+ 112,5 k 

— » — > 

5) La surface du triangle forme par les vecteurs V 2 et V 3 est donnee par la moitie du 

module du produit vectoriel des deux vecteurs : 

— > — > — > — > — > 

Nous avons : V 2 aV 3 =3 1,5 i + 40,5 j- 4,5 k alors : 

y 2 Al7 3 = V 31 ,5 2 +40, 5 2 +(-4,5) 2 =51,50 



5 = 



y 2 Ay 3 



51,50 



= 25,75 



2 2 
c’est la demi surface du parallelogramme : 




Exercice 04 : 

Soient les vecteurs : 

U = 2 i + 6 k , V =8 i + y j+ zk , P = 3 i - 4 j+ 2 k , Q = -2 i + y j+l2k 

1) Determiner y et z pour que les vecteurs U et V soient colineaires ; 

— > — » 

2) Determiner la valeur de y pour que les vecteurs P et Q soient perpendiculaires; 



Solution : 



1) Si U et V sont colineaires alors: U a V = 0 <=> 



2) Si P et Q sont perpendiculaires alors : P • Q = 0 

•2 



2 


8 


-6 y 


f° r 


0 A • 


y = - 


- 2z + 48 = • 




6 


z 


2 y 


0 ^ 



P. Q = 0 <=> 



3 

-4. 

2 



y =0 <=> -6-4y + 24 = 0 y = — 

12 



y=0 
I z = 24 



33 



UMBB Boumerdes, Faculte des sciences, Departement de physique 
Cours exercices, Mecanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 



A. KADI 



Exercice 05 : 

— > — > — » 

Trouvez le volume d’un parallelepipede dont les cotes sont les vecteurs : U, P, Q, tel que : 
U = 2 i + 6 j , P = 3 j+ 5 k , Q = i + 4 j— 2 k , 



Solution : 

Le volume d’un parallelepipede est un scalaire positif. On doit utiliser une operation 
vectorielle dont le resultat est un scalaire positif : c’est le module du produit mixte des trois 



vecteurs 



v = 



U.(PaQ) 




= -52 + 30 = -22 ; => 



Exercice 06 : 

— » — > — » 

La trajectoire d’un mobile dans un repere orthonorme directe R(0, i , j , k) est donnee par les 

1 3 

equations parametriques suivantes : x = 4 1 2 , y = 4{t ) , z -3t + t 3 



Montrer que le vecteur vitesse V fait un angle constant avec l’axe oz. Quelle est la valeur de 
cet angle. 



Solution : 



La vitesse du mobile est donnee par : V = 



Nous avons en effet : 



V, = 8f 
V v = 4(1 -t 2 ) 
V, = 3(1 + r) 



, g0= K = ^ 

V . 



v : 



tg0 = 



^64t 2 + 16(1 -r 2 ) 2 _ V64t 2 +16t 4 -32t 2 +16 



3(1 + r) 



3(1 + r) 
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t e __ s]mt 2 +2t 2 +1) _ Vl6(l + r 2 ) 2 _ 4(1 + r) _ 4 
tg ~~ 3(1 + t 2 ) ~ 3(1 + r) ~~ 3(1 + r) ~~ 3 

4 

tgO = — => 0 = 53,13° la valeur de 1’ angle est bien constante. 



Exercice 07 : 

— > 

La ligne d’ action d’une force F de 800 N , passe par les points 



A < 



1,22 

0 

2,74 



et B 



0 

< 1,22 

0,61 



dans un repere orthonorme. Determiner les composantes de cette force 

Solution : 

> 

— ^ ^ ^ 

Nous avons : AB = AB u AB u AB = vecteur unitaire porte par la ligne d’ action. 

AB 



AB -1,22 7+1,22 7—2,1 3 k 

u AB = = 7 

AB ^(-\, 22) 2 + (1,22) 2 + (-2,1 3) 2 



-1,22?+ 1,22}- 2,13 £ 
?74 



u AB = -0,445 T + 0,445 J- 0,777 k 

— > 

La force F s’ecrira : 

F = F u AB = 800(-0,445 1 + 0,445 }- 0,777 k) = -356 ?+ 356 }- 621,6 k) 



Les composantes de la force sont ainsi connues suivant les trois axes du repere. 

Exercice 08 : 

Soit un repere orthonorme direct R(0,e x ,e 2 ,e 3 ) dans l’espace vectoriel Euclidien R 3 a trois 



dimensions dans le corps des nombres reels. Soit un axe A (0,u) passant par le point O et de 



vecteur unitaire u tel que : u = 



u 2 , et un vecteur quelconque V = 



Vi 

Vo 
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On note n u un plan orthogonal a l’axe A (0,u) 

-> — > — > — > — > — > 

1) Calculer les produits scalaires suivants : u . u , V • V , u • V ; 

> — > — » — » — > — » 

2) Determiner les composantes du vecteur W = u/\ V dans le repere R(0,e l ,e 2 ,e 3 ) ; En 
deduire dans cette base la matrice representant l’operateur produit vectoriel note : 

ua = [*«]; 

— > — > 

3) Trouver 1’ expression du vecteur V u : projection orthogonale du vecteur V sur l’axe 

A (0,u) ; En deduire la matrice [u p \ representant l’operateur projection orthogonale sur 

— » 

l’axe A (0,u) ; 



4) Trouver l’expression du vecteur V n : projection orthogonale du vecteur V sur le plan 
n u ; En deduire la matrice \u K \ representant l’operateur projection orthogonale sur sur le 
plan n u ; 



5) Determiner l’expression de la distance d d’un point P 



x 

< y a l’axe A (0,u) ; En deduire 



R 



1’ expression matricielle representant la distance au carree : d 2 dans le repere R. 



Solution : 

1) Calcul des produits scalaires : 

— ^ ^ ^ ^ ^ 
u • u = Mj” + u 2 + u 3 , V ■ V ‘ " V| + V 2 + E; , u »V — WjVj + u 2 V 2 + u 3 V 3 



2 ) W - uaV dans repere , e 2 , e 3 ) 



W = uaV = 











^u 2 V 3 -u 3 V 2 


n 2 


A 


^2 


= 


M 3 y, -u 3 v 3 


\ U i) 




1^3 J 




—U 2 V 1 j 



, sous forme matricielle l’expression s’ecrira 





' 0 


-u 3 


n 2 


f y 0 






" 0 


— u 3 


U 2 


W = 


u 3 


0 


— M, 


^2 


<=> 


w = 


u 3 


0 


-u 1 




_-u 2 


Wj 


0 


1^3 j 






r u 2 


n, 


0 



V 
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W=[*w]V avec : [*u] = 



0 -u 3 u 2 

u 3 0 -u x 

-u 2 0 



operateur produit vectoriel. 



3) Expression du vecteur V u , projection de V sur l’axe A(0, u) dans R 



Nous avons : V„ = 



V • u 

V J 






V.. = 



V . u 

V J 



= (jqVj + u 2 V 2 + u 3 V 3 )u = (jqVj + u 2 V 2 + u 3 V 3 )^u l e, + u 2 e 2 + u 3 e 
(wjV, + u l u 2 V 2 + u l u 3 V 3 ^e x +[u l u 2 y i +ulV 2 + u 2 u 3 V 3 )e 2 + (u l u 3 V l +u 2 u 3 V 2 +u 3 V 3 ) 

(u l u 2 w 3 )V =[w][« r ] V 



f „ A 



V M 3 j 







r 2 






n, 




u l 


11 j M ^ 


M j M ^ 


w 2 


(i/j i/ 2 m 3 ) = 




2 

m 2 


M 2 ^ 2 


\ U 2 y 






M 2 W 3 


2 

U 3 



Nous avons done : [u p ] = \u\u T ] - 



4) Expression du vecteur V K , projection de V sur le plan (n) orthogonal a u 

— > 

Le vecteur V a deux composantes, l’une perpendiculaire au plan elle est portee par l’axe 
(A) et 1’ autre dans le plan (n) . 



Nous avons alors : V = V + V „ = 



f-> -A 

V • u 

V J 



— > 


— » 




-A 


— > 


-A 


— > 




-A 




= v- 


V . u 


W = 


n • w 


V- 


V . u 






7 




1 J 






J 



u + V 



u , on retrouve la forme du double produit 



f -> -A 



vectoriel d’ou : V = u/\ 



V AU 
V J 



. Le produit vectoriel est anticommutatif, alors : 

V au = -uaV =-\*u]V , ce qui donne : V K = [*w]j- 

mais nous savons que : [* u ] 7 = -[* u] on a finalement : 

k = [*4[*«r fj = M*«r }? = k i? 
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avec [u p ] = [* w][* w] r 
Developpons cette expression : 



[u p ] = [*«][* n] r = 



' 0 


-u 3 


u 2 


' 0 


u 3 


- U 2 




2 2 

^ 2 1 3 


M j W 2 


M j M 3 


u 3 


0 


-M, 


- u 3 


0 


u x 


= 


M ^ M 2 


2 2 

Mi + W 3 


M 2 M 3 


— u 2 


u x 


0 


_ u 2 


- Mj 


0 






M 2 M 3 


2 . 2 

Mj +M 2 



OOO 00 000 

sachant que : u x + u 2 + u 3 = 1 alors : u 2 + u 3 = 1 - u x , u 1 +u 3 = l- u 
La matrice \u P \ s’ecrira : 



2 . 2 _ 1 _ 2 
2 5 t/t j I U 2 I M3 





1 — uf 


M j M 2 


M j M 3 




"l 


0 


0" 




<N 

s 

1 


M j M 2 


M j M 3 


[«p] = 


M i M 2 


1 2 

1 n. 


M 2 M 3 


= 


0 


1 


0 


- 


U j It 2 


2 

u 2 


M 2 M 3 




-MjM 3 




1 2 
1 -m 3 




0 


0 


1 




M j M 3 


M 2 M 3 


2 

U 3 



k]=[i]-[«I«r 

or nous avons [w ,, ] = [* u ][* «] 7 
finalement : 



NNf = [ i ]-[m][m] 7 ’ 

[*w][*w] r + [w][w] r = [l] 



5 ) Expression de la distance d du point P a l’axe A ( 0 ,u) 

d = Ml 



Calculons le produit vectoriel : OP a u 

> > — > 

Le vecteur OP a pour composantes : OP = r= 



R 



OP A U = 



OH+HP 



V 



A U = HP A U 



J 



— > — > 




— > 


— > 




> 


HP A u 


— 


HP 


M 


sin 90 ° = 


Z/P 



= d 




nous avons alors : 



f — 



d = 



OP a u 



V 



f — 






OP A U 



V 



nous allons utiliser la regie du produit mixte afin de developper 



J 



cette expression. 
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dl 1 = 



y — > 






( 


-V > 




OP A U 


• 


OP A U 


= 


V 


V 1 




\ 


9 


V 



OPau,OP,u = u,OPau,OP 

J V 



. A 



U , OP , U A OP 



= u < 



OP A 



— > w 

MA OP 



V 


) 


V 


V 


)) 


— > > 


— » 








u.V 


avec V = 


OPa 


U A OP 










J) 



qui s’ecrit sous forme : 



D’apres ce que l’on a vu precedemment, nous pouvons ecrire : 





" 0 


-z 


y 








= 


z 


0 


- X 










V 


X 


0 








— > 


y > 


y^ 


— >\ 


3 -» 


y— > 


y — > 




OPa 


U A 


OP 


= u • 


OPa 


- OPa w 




V 


K 


y 


y 




v yj 



= u» (r a (- r a u) = 



([* r I- 



or nous avons [- *r] = [* r] T 



d 2 = 



(j* rj* r ] 7 



r .nr 
U 

L J 



[/„] 



avec {«/][*/]' )=[/„] 













2 2 
y + z 


-xy 


-xz 


[/„]= 


-.ry 


2 . 2 
X +z 


-yz 




- XZ 


-yz 


2 , 

x + y 



en faisant intervenir la masse du solide, nous obtenons une matrice de la forme : 



W- 



| ( v 2 + z 2 )dm - J xydrn - J xzdm 

s s s 

- 1 xydm | (a : 2 + z 2 )dm - J yzdm 

s s s 

- J xzdm - 1 yzdm | (x 2 + y 2 )dm 



A. KADI 




qui est une matrice tres particuliere que l’on retrouvera dans les chapitres sur la cinetique et 
la dynamique des solides. 

Elle est appelee matrice d’inertie du solide. 
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Exercice : 09 



Resoudre 1’ equation vectorielle : a a x = b oil a ct b sont deux vecteurs non nuls. 

Solution : 

— > —> 

L’equation n’admet de solution que si a et b sont orthogonaux. Soit in) un plan 

— > — > — » 

contenant les vecteurs a et x , alors le vecteurs b est perpendiculaire a ce plan (n) . 

— > — > — > 

On cherche d’abord une solution particuliere avec un vecteur x 0 tel que : a et x 0 soient 

—> — » — > — » 

deux vecteurs perpendiculaires entre eux : a _L x 0 => a • x 0 = 0 

— » — > — > 

Alors on a aussi : a a x 0 = b Multiplions vectoriellement a gauche cette equation par le 



vecteur a , on obtient : a a 



f -> 


^X 


— » — > 


— > 




^x 


-> 


f -> 


^X 


a 


AX () 


= a a b 


<=> a 


a • x () 


-*o 


a 


• a 


V 










y 1 


V 


J 



= a a b 



f _>x 

a • a 

V J 



= a /\b 



b a a 
X 0 = 2 



nous avons ainsi : < 



A *0 b en f a j sant ] a difference entre ces deux equations, nous 
a a x = b 



ob tenons la solution generale x : a a x- a a x (l = 0 a a 



r ^ ->x 

x- x n 



v y 



= 0 



Comme le produit vectoriel est nul alors alors a II 



r -> ->x 
x- x Q 
V J 



d’oii : x-x n = A a 



On a finalement : x = x n + A a 



b a a 

x = h A a 



Representation geometrique : 
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Exercice : 10 

On dispose de deux forces l’une de 9 AC 1’ autre de 7 N . Comment doit-on les disposer pour 
obtenir une resultante de : 16 N ; 11,40 ; 3 N 
Exercice 11 : 

Calculer la surface du triangle ABC , oil les sommets ont pour coordonnees dans un repere 
orthonorme: A(-l,-3,-2) , 5(2, 2,-2), C(3, 2, 4) 

Exercice 12 : 

Determiner la resultante des trois forces concourantes au point A(2,2,3) : 

F l = i-1 j+2,5k ; F 2 = 2 i - j+ 5 k ; F 2 =-3i+j+4k 





— > — > 




— > — > 




— > — > 


Calculer : 


Fi~F 2 




F\aF 2 


•> 


F\ + F 2 



En deduire le module, la direction et le vecteur unitaire porte par la resultante 

Que peut-on dire de F l et F 3 . 

Exercice 13 : 

Soit le systeme d’equations vectorielles dans un repere orthonorme direct R(0, i , j, k ) , 

-» — > 

determiner les deux vecteurs X et Y tels que : 

v| =ll + 4~j+2~k 
V 2 = 8?-15 J+ 2k 



X+Y =Vj 
-> —> — » 


(1) 

avec 


XaY =V 2 


(2) 



On multiplie vectoriellement a gauche 1’ equation (1) par le vecteur X puis on applique la 
regie de division vectorielle qu’on vient de voir dans l’exercice (09). 



r . 



Xa 



X + Y 



V 



= IaV, 



j XaY = XaV x , on remplace cette expression dans l’equation (2) 

d’ou : X a V, = V 2 on deduit d’apres ce que l’on a vue dans 1’ exercice (9) que : 

-> v aV -> 

x= 2 r2 1 +AV, 



y- 





" 8 'l 




'T 


X=J- 


-15 


A 


4 


69 


V 2 J 




l 2 y 



+ 7 



7 i + 4 j + 2 k 



69 



^- 38 ^ 

-2 

V 137 j 



+ A 



7 i + 4 j + 2 k 
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— » 


f-38 


\ 


—> 


(-2 


\ 


—> 


( 137 


X = 


+ 12 


i + 




+ 42 


j+ 


+ 22 




t 69 


J 




\69 


J 


l 69 J 



On deduit Y facilement par : 



Y = V,~ X = 



7 i + 4 i + 2 i 



V 



y 



-38 

69 



\ 



+ 12 






i - 



\ 



— + 42 

y v 69 j 



j- 



137 

69 



+ 2/1 



Y = 



38 H f 2 

- + 1(1-2) i+ — + 4(1 -2) 
69 J {69 



J+ 



-137 

69 



+ 2(1 - 2 ) 



Exercice 14 : 

—> — > — > 

Dans un repere orthonorme R(0, i , j,k) on donne trois points A, B, C de l’espace ayant pour 

coordonnees : A(l,3,4) , 6(-l,4,-2), C(0,1,1) . Soit (tt) un plan defini par ces trois points et 

— > 

la normale n a celui-ci. 

Determiner les composantes du vecteur V =3 i+ j- 4 k dans le plan in) et suivant la 
normale a ce plan. 

Solution : 

— > 

Le vecteur V s’ecrirait : V = V„ + V 

n 7T 

Oil V n _L (7i) et V n e (n) 

> > > 

Le vecteur unitaire n est perpendiculaire au plan et aussi aux vecteurs AB. AC, BC 

Alors : n. AB = 0 , n.AC = 0 , n. BC = 0 

> — » — > — > > —»—»—» > 

Nous avons : AB = -2 i+ j-6k , AC = -i-2j-3k , BC=i-3j+3k 



Soit W = AB a AC = 



f-2) 




r-n 




f" 15 l 


1 


A 


-2 


= 


0 


v _ 6 7 




,-3j 




, 5 , 



= -15 i + 5k 



Le vecteur W est perpendiculaire au deux vecteurs AB et AC done aussi au vecteur BC , 
alors il est perpendiculaire au plan (n) forme par ces trois vecteurs. On deduit le vecteur 

. , N - W -15?+5£ 

unitaire normal au plan (n) par : n = — = — F 

W Vl06 
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On peut verifier facilement : 



n . AB = 



n. AC = 



77 . BC = 



>A 



-15 i + 5k 

Vl06 



y -> ^ ^a 

- 2 7 + j—6k 






y 



► A 



-15 i + 5k 



Vl06 

-15?+5fc 

Vl06 



y -> ->A 

-i-2 /- 3 k 



\ 



f -> -> ->A 

7-3 j+3k 

v 7 



= 30-30 = 0 



= 15-15 = 0 



y 



= -15 + 15 = 0 



La composante, du vecteur, suivant la normale au plan s’ecrirait : 



V„ = 



y^ -A 

y.77 

v 7 



77 = 



3 7 + j-4k 



VV 



1 



Vl06 



aA 



-15 i + 5k 



65 



77 = — 



- 65 - 65 

V„ = ; n = —- 



Vl()6 Vl06 



-15 7 + 5/: 

Vio6 



106 



77 

975 7- 325 it 



V 



Vio6 

A 

y 



La composante dans le plan {k) se deduit par : 



V, =V-V„ = 



3 7 + j-4k 



1 



106 



( -»A 

975 7 -325/: 

v y 



106 



-657 7 + j-99k 



A 

y 



Exercice 15 : 

— > 

Determiner l’expression generale des vecteurs W orthogonaux aux vecteurs : 

— » — » — » — > — > — » — » — » — > 

Vj = — 7 + 2 j + 3k et V 2 = 7 + 3 j- 5 k . En deduire les vecteurs unitaires porte par W . 



Exercice 16 : 

Soient trois vecteurs libres U, V, W ; montrer qu’il verifient la relation suivante : 



— > 


f _> 


^ A 


— > 


( -> 


^A 


— > 


( -> 


->A 


U A 


VaIL 


+ 1La 


U A V 


+ Va 


ILa U 






7 




K 


y 




\ 


7 



Solution : 

On utilise la formule de developpement du double produit vectoriel. 



— > 


y -> 


-> A 




y -> 


-> A 


— > 


y -> 


-A 


La 


VaIL 


= y 


L* W 


-W 


t/« y 






7 






7 






7 
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— » 


( -> 


-A 


— > 




-A 


— > 




-a 


Wa 


UaV 


= U 


W* V 


-V 


fA U 




V 


9 




V 


9 




V 


y 






-A 


— > 


( -> 


-A 


— > 


( -> 




Va 


WaU 


= w 


V* u 


-u 


y. ty 




V 


y 




\ 


y 




V 


y 



La somme des trois termes donne : 



_> 


y 


— » 




— » 


y -> 


-A 


— » 


z' 


— > 


-A 


— > 




-a 


— > 


f 


— > 




— > 


y 






y 








-w 


U* 


y 


+t/ 




w* 


y 


-y 


w« 


t/ 


+W 




y* 


U 


-u 






W 








J 




V 


J 




V 




y 




V 


y 




V 




) 








y 




y 






-> 




-a 


— > 


/ 






— > 


y -> 


-a 


— » 


/ 


— » 


-A 




y 


— > 




y 




£/• 


w 


-y 


w* 


u 








y 


+w 


y* 


f/ 


+f/ 




w» 


y 


-u 






W 




V 




J 




V 


y 




V 




J 




V 


y 




V 




y 




V 




y 



Comme le produit scalaire est commutatif alors : 



y^ 




y -4 


->> 




y -> 




y -> 






y^ 


-►X 


y -> 




y-y 


iy* l 


+ 


W-W 


y* 1/ 


+ 


£/-£/ 


y. w 


V 


y 


V 


2 




K 


y 


V 


2 






y 


V 


y 



Exercice 17 : 



Soient deux forces F 1 et F 2 faisant chacune respectivement un angle de 25° et 35° avec 

— > 

la resultante R qui a une valeur de 400 N . Determiner les modules des deux forces. 

Solution : 

Utilisons la regie des sinus : 

BC _ AB _ AC 
sin 25° sin 35° sin a 

a = 180° - (25° + 35°) = 120° 

or nous avons : AB = F x , BC = F 2 et AC = R B 

sin 25° sin 35° 

D’ou : F 2 =R — = 195iV et F, = R — = 265N 

sin 120° sin 120° 




Exercice 18 : 



Soit P = 2t i + 5tj-lt i k , Q = -4r 3 z' + lOr j-2tk 



d 



y^ -A 



1) Verifier les relations suivantes : — P-Q 

dty j 



dP 

dt 



Q + P< 



d_Q 

dt 



dt 



PaQ 

V ) 



dP 

dt 



a Q + Pa 



d_Q 

dt 



44 



UMBB Boumerdes, Faculte des sciences, Departement de physique 
Cours exercices, Mecanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 



A. KADI 



2) Calculer les produits suivants : P. 



P/kQ 



v y 



et Pa 



PaQ 



v y 



Soit un vecteur U - a i + t 2 j-k ; quelle est la valeur de a pour que le vecteur U soit 

— » 

perpendiculaire a P . 

3) Determiner le volume du parallelepipede forme par les vecteurs U,P,Q ; 

— > 

4) Determiner la composante de Q sur l’axe A passant par les points A( 0,0,1) et B( 1,2,1) 

Exercice 19 : 

Soit / un scalaire et A, B , C trois vecteurs quelconques, verifier les relations suivantes : 

— > — » — >• > 

1) div( f A) = fdiv A+ A . gradf ; 

2) rot(f A) = gradf a A+ f rot A 

3) AaBaC = B(A.C)-C(A.B) ; 

4) rot {rot A) = grad {div A) - A A ; 

— > > — > 

5) rot(gradf) = 0 ; 

6) div( rot A) = 0 

— > — > — > > — > > 

7) div(AA B) = B . rotA - A rotB 

Solution : 

1) div(fA) = ^(fAJ + ^-(fA y ) + ^-(fA z ) 
ox oy oz 



dA,. dA dA 



\ 



■ + — - + - 



= / 

v 8x dy dz ) 
= fdiv A + A . gradf 



. df df df 
+ A.. — + A„ — + A, — 
' dy " dz 



dx 



2) rot{f A) = 



f d ] 




fyo 




(dfA z 


dfA y > 




f.8A, . df dA df) 


dx 








dy 


dz 




dy dydz dz 


d 


A 


fA 





m x 


dfA z 





r d A x . df .dA. . df 

f — - + A t — - f — Z --A_ — 


dy 








dz 


dx 




dz dz dx " dz 


d 








dfA y 


m x 




dA v df f dA x df 






U A J 




dx 


dy ) 




dx dx dy dy y 
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r dA, 



sa \a ®-a 
+ A >dz 



dz j 
dA ' 



f 

V v 



_ dz dx 
dA 8A .. 



dy 

d L 

dz 



. df df 
+ A, — - A, — 
~ dz 



dx dy 



. df df 
+ A — — A — 
y dx dy 



= gradf a A+ f rot A 



— » — > — » 


'A/ 




(b; 




rc/ 








b ; c-bc; 


3) Aa 5 a C = 


A .V 

UJ 


A 


B , 


A 


/J 




UJ 


A 


BC, B.C 
B x C y -B y C x> 



a,{b,c,-b,c,)-a.(b_c,-b,cJ 



A r B,C,-A,B,C 



■ A.B.C. + A B C + A.B.C, - A..B.C, 



'»< - A s B s C y + A.B.C. + A.B.C y - A.B.C. 

V A S B Z C X - A.B.C, A B ( • A B ; C • \ B C. 1 B.C , 

B.(a,C. +A,c, + A.C z )-C,(a,B, +A,B, + A,fiJ 
+ A,C, + W,)-C,(A,S, +A,B, + A.B,) 

B : (4C, + A,C, + A ; C : )-C ; (a,S, + A„5, + A ; B ; ) 



= B(A.C)-C(A.B) 



f d ' 



4) rot(rotA) = 



dx 

d_ 

dy 

d_ 

1 dz) 



A 



dA. dA 



dy 

dz 

dA.. 



dz 
dA ; 
dx 
SA„ 



dx 



ay 



dA v SA,. 



& 



dx ay 



SA. 



dA/ 



v 

d (dA 



dy dz 



dx 



dA. ^ 



K dz dx J 



d_ 

dz 

d_ 

dx 

d_ 

dy 



dA r dA, 



\\ 



dz 

dA,. 



dx 

dA,. 



dx dy 



dA, 



dA. ^ 



dy dz 



J) 



d_ 

dx 



dA. dA dA . , 



dy 

d_ 

dz 



dx 

dA x 

dx 

dA,. 



■ + ■ 



- + ■ 



dy 

dA y 

dy 

dA.. 






A f d 2 



- + ■ 



- + ■ 



dz 

dA^ 

dz 

dA, 



d 2 d 

+ — 



dx dy' 



' ^ d 2 



d 2 
+ — ^ + 



dz 

d 



2 A A 

A 



2 

y 

2 A 



dx dy z 



A f d 2 



dx dy dz 



dz 

d 



| d 2 

dx 2 dy 2 dz 2 



2 

y 

2 A 



= grad(div A) - 



y y 
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AA 
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— > > 



5) rot (grad f) = 



fa] 




r sp 




' 8 


(dp 


8 


(dP 


A 




( d 2 f 


d 2 f ] 


8x 




8x 




8y 


l&y 


8z 








dy8z 


8y8z 


8 




df 




8 


(dP 


8 


(dP 






d 2 f 


d 2 f 


8y 




8y 




8z 


(dx) 


8x 


[dz) 






dzdx 


dzdx 


8 




df 




8 


(dp 


8 


(df( 






d 2 f 


d 2 f 


l&y 




1 8zJ 




ydx 


[dy) 


8y 




) 




dxdy 


dxdy 






Pj 



= 0 



D’une autre maniere : 



rot(grad /) = VaV / = / 



VaV 



= 0 



6) div( rot A) = V. 







V 


y 










r 8 ( 




( 8A z 8A y ] 








8x 




8y 8z 


—> 


(-> -> 




8 




8A 8A 


V. 


VaA 


= 




• 










dy 




8z 8x 








8 




dA y dA x 








1 8zJ 




^ 8x dy y 



8 


( 8A, dA y ] 


8 

H 


f 8A x 8A Z ] 


8 

H 


(dA y 8AP 


8x 


[dy 8z j 




[ 8z 8x j 


8z 


[ dx dy J 



D’une autre maniere 



d 2 A_ 8 2 A v d 2 A r 8 2 A_ d 2 A v 8 2 A r 









dxdy 8x8z dydz dydx 8z& x dzdy 



= 0 



— > — » — » 

div( rot A) = V. 


VaA 


soit 


VaA 

^ > 


— » 

vecteur resultat 5 . Nous avons alors : 


— > 

Comme V 


1 B 


=> V . 


B = 




( s'] 







= B les vecteurs V et A sont perpendiculaires au 



f- 



7) div 



A 



AaB 



V 



y 



r A y B z -A z B y ' 

a z b x -a x b z 

\ A xB y ~A y B xJ 



8x 

8 _ 

8y 
8 _ 

VdzJ 

=P b , ~ A -- B ^ + P B - ~ A - B ^ + P B > ~ a , b -) 
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B x 


(dA z SAP 


+ B y 


f dA x 8A z > 


+ B 


f 5A y dA x 




^dy dz J 




y dz dx J 




dx dy y 



(dB z dB y 'j 


-A 


f t GB > 


-A 


fas, 


[ riy 5z J 


y 


y dz dx J 


Z 


v dx dy y 



rizv( Aa B) = B • rotA - A rotB 



Exercice 20 



Soit un vecteur r = xi+y j+ zk exprime dans un repere orthonorme R(0, i , j, k ) . 



1) Calculer grad(r ) et grad 



\rj 



7 

2) Si U(r) est un champ scalaire a symetrie spherique, montrer que grad(U(r)) est un 
vecteur radial ; 



3) Calculer div(r) et en deduire que pour un champ electrique Coulombien : E = k— on a 

r 



div E = 0 ; 



\ 



4) Montrer que A 



= 0 avec r ^ 0 



\rj 



5) Calculer rot 



A -A 

r 

V J 



Solution : 

1) Nous avons : 



: r = yjx 2 + y 2 + z 2 = (x 2 + y 2 +z 2 ) 2 et — = (x 2 + y 2 + z 2 ) 2 



^(r) = |T + |] + |* = x(x 2 + y 2 + z 2 )^ 7+ y{x> + r + z 2 f 2 A z(x 2 + y 2 + z 2 f 2 k 



x i + y j+ zk _ r 

(x 2 + y 2 +z 2 f r 
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grad 



(- 

\ r ; 



n v 






l H 






j+— 



dxyr J dyyr J dzyr ) 



/ x 3 _> . \ 3 

(2. 2. 2 W • I 2 . 2, 2 

= -x(x + y + z j 2 i - + y + z 



) 2 j- z[x 2 + y 2 + z 2 ) 2 k 



x i + y j+ zk r 



3 r 3 



(x 2 + y 2 + z 2 ) 2 

2 ) g 7^( U( r))=^l ^ + sjm- + ^i = ^^. + djma L ^. + 

dx By dz dx dx dr 5y 



8U(r) 

dr 



dr d dr d 

— I H 7 + 

dx dy 




dz 



dU (r) r 
dr r 



3 ) 









d d d ~ 




f -» -A 


cliv 


r 


= 


— i-\ /-t k 


9 


xi + y j+ zk 




K J 




K dx dy dz j 




K J 



dx dy dz 
— + — + — 
dx dy dz 





rn 




r 


rn 


\ 


f ^ 

r 


1 > 


f 1 3 


4) A 




= div 


grad 




= div 


3 


= — r--3 + r* grad 






yrj 




K 




J 


r 


r 


l r J 



V J 



= — -.3 + r. 



dx 



r 3 J 



l + ' 



dy 



r 3 J 



\ 



J + 



dz 



V\ 

k 

J J 



nous avons : 



dx 



V r 



dr 



dr 3 r 



\ r 



dx 



r 6 r 



x _ 3x 
~ ~ T5~ 



de meme pour y ct z : 



alors, nous obtenons : 



m 

i — 



= r .3+ r. 



\r- 



d 


f 0 


3j 


a 


r 


n 


3 z 


dy 


l r 3 J 


r 5 


’ & 




r 3 J 






3y A 


3z -*) 


1 


3 + 


3 


— > — » 


i + 


~f l + 


—g 1 


1 * 




r. r = 




r 5 


r 5 J 


r 3 




r 





3 3 

r r 







fa^ 




ro 




' dz dy ' 






a^ 








dy dz 


— > 






a 








dx dz 


rof 


r 


= 




A 


V 


= 


— 




L J 




dy 








dz dx 






a 








dy dx 






laz; 




UJ 




dx dy J 



f°) 

0 




Car x , y , z : sont des variables independantes 



A. KADI 



dU (r) dr ~j> 
dr dz 
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CHAPITRE II 



LES TORSEURS 



A. KADI 
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LES TORSEURS 



Les torseurs sont des outils mathematiques tres utilises en mecanique. L’ utilisation des 
torseurs dans 1’ etude des systemes mecaniques complexes est tres commode car elle facilite 
l’ecriture des equations vectorielles. Une equation vectorielle represente trois equations 
scalaires et une equation torsorielle est equivalente a deux equations vectorielles done a six 
equations scalaires. Nous verrons dans les prochains chapitres quatre types de torseurs 
differents : le torseur cinematique, le torseur cinetique, le torseur dynamique et le torseur des 
actions. 



1. Moment d’un vecteur par rapport a un point 



Le moment M A d’un vecteur V d’origine B 

egal au produit vectoriel du vecteur 

> — » 

position AB par le vecteur V . 

II s’ecrit : M A (?) = ABa V 

Le triedre forme respectivement par les 

> -> > 

vecteurs (AB , V , M A ) est direct. 



glissant ou lie) par rapport a un point A est 




Remarque : 

Le moment au point A est independant 

— » 

de la position du vecteur V sur l’axe 
(A) . En effet nous avons : 

M a (?) = AC a V = ( AB+ BC) a V 




Or nous avons : BC II V => BC) a V = 0 
M a (?) = AC a ? = ( AB+ BC) a V = ABa V 
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Le moment M A (V) est perpendiculaire au plan forme par les vecteurs AB et V . 

La distance AB est souvent appelee bras de levier. 

2. Moment d’un vecteur par rapport a un axe 

— > — > — » 

Le moment M A (V ) d’un vecteur V par rapport a un axe (A) defini par un point A et un 



vecteur unitaire u , est egal a la projection du moment M A (V) sur l’axe (A) . 



MAV) = (m a (V).2" 



V 



y 




Le moment par rapport a l’axe A est 
independant du point A. 



3. Les torseurs 
3.1. Definition 

Un torseur que nous noterons \r ] est defini comme etant un ensemble de deux champs de 
vecteurs definis dans l’espace geometrique et ayant les proprietes suivantes : 

a) Le premier champ de vecteurs fait correspondre a tout point A de l’espace un vecteur R 
independant du point A et appele resultante du torseur \T ] ; 



b) Le second champ de vecteur fait correspondre a tout point A de l’espace un vecteur M A 

qui depend du point A. Le vecteur M A est appele moment au point A du torseur [T ] . 

3.2. Notation 



La resultante R et le moment resultant M A au point A , constituent les elements de 

reduction du torseur au point A. 

Soit R la resultante des n vecteurs glissants : V l ,V 2 ,V 3 , V n appliques 

respectivement aux points: B l ,B 2 ,B 3 , B n . Nous pouvons definir a partir de ce 

systeme de vecteurs deux grandeurs : 

— ^ ^ ^ 

La resultante des n vecteurs: R = ^ j V i ; 

i = 1 



— ^ ^ ^ ^ 

Le moment resultant en un point A de l’espace est donne par : M A = ^ AB i a V i 

;=i 
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Les deux grandeurs constituent le torseur developpe au point A associe au systeme de 



vecteurs donnes. On adopte la notation suivante : \r ] a 




Remarque : Un torseur n ’est pas egal a un couple de vecteur, mais il est represente au point 
A par ses elements de reduction. 

4. Proprietes des vecteurs moments 
4.1. Formule de transport des moments 



Connaissant le Torseur \T ] a = 



i 

m^’Zab.a.v, 



en un point A de l’espace nous pouvons 



1=1 



determiner les elements de reduction de ce meme torseur en un autre point C de l’espace. 



Le moment au point C s’ exprime en fonction du moment au point A , de la resultante R et 



du vecteur CA . Nous avons en effet : 



M c = £ CB, .a V, = X (CA+ AB, ) a V : = £ C Aa V, + ^ AB, a V, = CAa £ V, + £ AB, a V, 



M c = CAaR + M a 
M c = M A + CAaR 

Cette relation tres importante en mecanique permet de determiner le moment en un point C en 
connaissant le moment au point A. 

4.2. Equiprojectivite des vecteurs moments 

— > — > 

Les vecteurs moments M A au point A et M c 
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La projection du vecteur moment sur l’axe CA revient a faire le produit scalaire avec le 

> 

vecteur CA a un facteur multiplicatif pres. Nous avons par la formule de transport : 

M c = M A + CAaR 



Multiplions cette relation scalairement par le vecteur CA . 



CA • M q — CA' 



M , + CAa R 



CA-M a + CA.(CAaR) 



^ — > ^ ^ ^ ^ 

or CAa R est un vecteur perpendiculaire a CA alors : CA. (CAa R ) = 0 

on obtient finalement : 

CA.M c =CA.M a ou M c .CA=M a .CA 
Le produit scalaire est commutatif. 

> > 

Cette expression exprime que les projections des vecteurs moments M c ct M A surladroite 
CA sont egales. 



5. Operations vectorielles sur les torseurs 
5.1. Egalite de deux torseurs 

Deux torseurs sont egaux (equivalents), si et seulement si, il existe un point de l’espace en 
lequel les elements de reduction sont respectivement egaux entre eux. Soient deux torseurs 
[7j] et [T 2 ] tel que: [T,] p =[T 2 ] p egaux au point P, cette egalite se traduit par deux egalites 



vectorielles : [7j ] p = [T 2 ] p <=> 



— R 2 

> > 

M lp — M 2P 



5.2. Somme de deux torseurs 

La somme de deux torseurs [7j ] et [T 2 ] est un torseur [T ] dont les elements de reduction 



R et M p sont respectivement la somme des elements de reduction des deux torseurs. 










R - R^ + R 2 
> > > 

M p = M lp + M 2p 
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5.3. Multiplication d’un torseur par un scalaire 



Si [T\ r =l[T,\ r o [T] r 



R = A /?, 

M p = A M lp 



avec A e /P 



5.4. Torseur nul 

Le torseur nul, note [o] est l’element neutre pour l’addition de deux torseurs. Ses elements 
de reduction sont nuls en tout point de l’espace. 



[ 0 ] 



R = 0 
M p =0 



VP g IR 3 



6. Invariants du torseur 

6.1 Definition 

On appelle invariant d’un torseur [r toute grandeur independante du point de l’espace ou 
elle est calculee. 

6.2 Invariant vectorielle d’un torseur 

— > 

La resultante R est un vecteur libre, independant du centre de reduction du torseur, elle 
constitue 1’ invariant vectorielle du torseur [P 

6.3 Invariant scalaire d’un torseur ou automoment 

L’invariant scalaire d’un torseur donne, est par definition le produit scalaire des elements de 

reductions en un point quelconque de ce torseur. 

— > » 

Le produit scalaire R • M A est independant du point A. Nous avons vu precedemment la 

> > > —> 

formule de transport : M c = M A + CAa R ; en faisant le produit scalaire de cette relation 

— > 

par la resultante R , on obtient : 



— > — > 


( — > > -> V 


— > 


> — > > — > 


( > 




M C .R = 


M a + CAaR 


.R 


M C .R = M A .R + 


CAaR 




K J 






J 



M C .R = M A • R 
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on voit bien que le produit scalaire, des deux elements de reduction d’un torseur, est 
independant du point ou est mesure le moment. 



7. Axe central d’un torseur 
7.1. Definition 

Soit un torseur donne de resultante non nulle. L’axe central ( A ) est defini par l’ensemble des 

points P de l’espace tel que le moment du torseur en ce point, soit parallele a la resultante. 

> — > 

VPe A =^> M p =a R avec a e IR 

L’axe central d’un torseur est parallele a la droite support de la resultante du torseur : 
Demonstration : 

Soient P et P’ deux points de 1’ axe central, nous pouvons ecrire : 

> — > > —> — > 

M P = a R et M p . = a' R car les deux moments sont paralleles a R 

et nous avons aussi par la formule de transport : 

M P = M P , + PP'a R 

a R = a' R+ PP'a R => (a - a')R = PP'aR 



Par definition le vecteur resultat de PP'a R est perpendiculaire a PP' et R ou nul. 

> — > —> 

La seule possibilite ici est, qu’il soit nul, alors dans ce cas : a = a ' et PP'a R = 0 

> -» — > > — > 

PP 'aR = 0 <=> PP' II R : d’ou l’axe central est parallele a la resultante du torseur. 

Nous allons montrer aussi que l ’axe central est le lieu des points ou le module du moment 



M, 



du torseur est minimum. 



Soit P un point appartenant a l’axe central et soit A un point quelconque de l’espace 
n’appartenant pas a l’axe central. Nous pouvons ecrire par la formule de transport : 

M A = M p + APaR 

on deduit alors : 





2 




2 


( 


2 




^ — 


M a 


= 


M p 


+ 


APaR 

V ) 


+ 2 M p . 


APaR 


or nous avons : M p = a R 
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— > 


2 


— » 


2 






2 


f — > 


m a 


= 


M p 


+ 


APaR 


+ 2a R* 


APaR 










K 


y 1 







> 


2 




2 


r 




2 




M a 


= 


M P 


+ 


APaR 


> 


M P 












y 1 







Quel que soit P appartenant a I’axe central le moment en ce point est minimum. 



7.2. Symetrie du champ des moments d’un torseur 

Soit un repere orthonorme direct R(0, x, y, z) dont l’axe vertical est confondu avec l’axe 



central (A) = ( O , z) du torseur defini au point O par : \r \ 0 = 



R = Rz 

M o — M 0 z 




On defini un autre repere local orthonorme direct en un point A quelconque de l’espace tel 

— > — » -» 

que l’axe Oz reste confondu : R(A,u,v, z) tel que u a v = z) 

— > — > 

L’axe (A, u) rencontre l’axe (O, z) en un point C. 

On pose OC = h z et CA = Lu d’ou OA = OC+ CA = h z+ Lu 
Par la foimule de transport nous pouvons ecrire : 

> > — > > —> — > — > — > 

M A = M 0 + Ra OA = M 0 z + R za ( h z+ Lu) 

M A = M 0 z + RLv 
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D’apres cette relation, on constate que les vecteurs moments autour de l’axe central sont 

— > — > 

situes dans le plan (v,z). 

> — » — > — > — > — > 

- Si L = Cte alors : M A . z = M 0 Z' z + RL Z'U = M 0 ; 

Le module du moment M A est constant si L = Cte : M A = ^(M (J ) 2 + (RLy 
On remarque que les vecteurs moments situes a une meme distance L de l’axe central (A) sont 
tangents au cylindre de revolution de meme axe (A) . 

On constate aussi que lorsque le point A ou est mesure le moment se deplace le long de l’axe 

— > 

( C,u ) , le moment en ce point fait des rotations. Nous avons alors 

> — » 

- pour L - 0 M A est parallele a z 

> -> 

pour L — > oo M a est orthogonal a 1’ axe z 

On constate done une torsion du moment lorsque le point A s’eloigne de l’axe central du 
torseur, c’est de la que vient rorigine du mot torseur. 



7.3. Equation vectorielle de l’axe central 

Soit O rorigine des coordonnees dans un repere orthonorme et (A) 1’ axe central d’un 

torseur [r] . Nous avons : VP e (A) => M p = A R <=> M p II R M p a R = 0 

Et M p = M 0 + POa R =^> R a M p = R a M 0 + R a POa R = 0 
En utilisant la propriete du double produit vectoriel, on aboutit a : 



R a M 0 + PO{R 2 )-R (R.PO) = 0 



OP(R 2 ) = RaM 0 -R (R.PO) 



qp = HaEo_ 

R 2 R 2 



OP 



[ (, R.OP ) g 
R 2 R 2 
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Le premier terme de cette equation est independant du point P, on peut le noter comme etant 
R a M, 



un vecteur OP n = 



et le second terme depend du point P car c’est un vecteur 



R 1 



— » (R • O P ) — > — > 

parallele a R . On pose — — - = A d’oii : OP = OP 0 + A R 

R 2 

L’axe central du torseur \T ] passe par le point P 0 defini a partir de O par l’equation : 

— > > 

— * R a hd R 

OP 0 = — et parallele a R done au vecteur unitaire : u = — . 

R 2 ||/?|| 

7.4. Pas du torseur 

— > — > 

Nous savons que pour tout point P de l’axe central nous avons : M p = A R 

— » 

Le produit scalaire de cette expression par 1’ invariable vectorielle R donne : 

> — > 

^ M • R 

M d .R=A R.R d’oii : /l =—?■ 



R 2 

> — > 

Comme le produit M p . R est 1’ invariant scalaire du torseur, la valeur A est independante 



du point P. A est appelee ” Pas du torseur ” elle n’est definie que si : R ^ 0 



8. Torseurs particuliers 

8.1. Glisseur 

8.1.1. Definition 

et seulement si, son invariant scalaire est 
glisseur <=> < 

On sait que 1’ invariant scalaire est independant du point P ou il est calcule. Comme la 
resultante n’est pas nulle alors on peut dire que : un torseur est un glisseur, si et seulement si, 
il existe au moins un point en lequel le moment du torseur est nul. 



i[t] = m p *r = 0 VP, 

— » -> 

avec R ^ 0 



Un torseur de resultante non nulle est un glisseur, si 
nul. Cette definition peut se traduire par : \T ] est un 
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8.1.2. Moment en un point d’un glisseur 

Soit [r] un glisseur donne. II existe au moins un point oil le moment du glisseur est nul. 

> — » 

Soit A ce point, nous pouvons ecrire : M A = 0 , 

Par la formule de transport le moment en un point P quelconque s’ecrit : 

M p = M a +R a AP 
M P =R a AP 

Cette relation exprime le vecteur moment en un point P quelconque d’un glisseur dont le 
moment est nul au point A. 

8.1.3. Axe d’un glisseur 

Soit [T] un glisseur donne et A un point quelconque tel que : M A = 0 , 

Cherchons l’ensemble des points P pour lesquels le moment du torseur est nul : 

> — > — > > -» > 

Si M P =0 <=> R a AP = 0 ; cette relation montre que le vecteur AP est colineaire a la 

— > 

resultante R . 

L’ensemble des points P est determine par la droite passant par le point A et de vecteur 

— > 

unitaire parallele a la resultante R . 

Cette droite est appelee axe des moments nul du glisseur ou axe du glisseur. Elle represente 
l’axe central du glisseur. 

Un torseur de resultante non nulle est un glisseur, si et seulement si, son invariant scalaire est 
nul. 



8.2. Torseur couple 
8.2.1. Definition 

Un torseur non nul est un torseur couple, si et seulement si, sa resultante est nulle. 



Cette definition se traduire par : 



\T ] est un torseur couple <=> 



R = 0 

> — > 

3 P tel que : M p ^ 0 
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8.2.2. Proprietes du vecteur moment 

Le moment d’un torseur couple est independant des points de l’espace ou il est mesure. 
Nous avons : = V 2 tel que : 



R=V l + V 2 = 0 



V 2 = -Vt 



Le moment en un point A quelconque de l’espace est donne par : 




On voit bien que le moment au point A est independant 

du A. on va montrer qu’il est aussi independant des points P et Q. 



En effet nous avons : M A = QPa Vj = (QH+ HP) a Vj = HP a V, 



H est la projection orthogonale du point P sur la droite support du vecteur V 2 . 

En realite le moment d’un torseur couple ne depend que de la distance qui separe les deux 
droites supports des deux vecteurs, il est independant du lieu ou il est mesure. 



8.2.3. Decomposition d’un torseur couple 

Soit [T c ] un torseur couple defini par : \T C ] 




Ce torseur couple peut etre decompose 



en deux glisseurs [7j ] et \T 2 ] tel que : LHr] + fc] ou les deux glisseurs sont definis 



comme suit : \T C ] 



R { + R 2 - 0 

— > — > > 

M=M ]P + M 2P oil P est un point quelconque 



Les invariants des deux glisseurs sont nuls: I { = M lp . R ] = 0 ; I 2 = M 2p . R 2 = 0 
Il existe une infinite de solution equivalente a un torseur couple. 

Le probleme est resolu de la maniere suivante : 
a) on choisis un glisseur [rj en se donnant : 



la resultante du glisseur : R { ; 
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l’axe (Aj) du glisseur, defini par un point P 1 tel que : (A l ) = (P l ,R l ) 

b) Le glisseur \T 2 ] est defini alors par : 

— > — > 

sa resultante R 2 = - ; 

son axe (A 2 ) est determine facilement car il est parallele a (A,) ; il suffit alors de 
connaitre un point P 2 de cet axe. Le point P 2 est determine par la relation suivante : 

R 1 a P l P 2 = M 

Cette relation determine la position du point P 2 de fag on unique. 

9. Torseur quelconque 

9.1. Definition 

Un torseur est quelconque, si et seulement si, son invariant scalaire n’est pas nul. 

[r] est un torseur quelconque <=> R* M p ^ 0 

9.2. Decomposition d’un torseur quelconque 

Un torseur \T ] quelconque peut etre decompose d’une infinite de fagon en la somme d’un 
torseur glisseur [H jet d’un torseur couple \r 2 ]. 

Nous procedons de la maniere suivante : 

a) Choix du point P 

On choisit un point P ou les elements de reduction du torseur [r ] sont connus : [r ] = < 

Le choix du point P dependra du probleme a resoudre, on choisit le point le plus simple a 
determiner. Une fois que le choix est fait, la decomposition du torseur quelconque est unique. 

b) Construction du glisseur \T { ] 

— » — > 

la resultante egale a la resultante du torseur quelconque : /?, = R , avec son axe qui passe 
par le point P deja choisi ; 

> — » 

Le moment est nul sur cet axe : M lp = 0 
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Le glisseur \T { ] aura pour elements de reduction : [r, ] = < 

c) Construction du torseur couple \r 2 ] 

— > — » 

la resultante est nulle : R 2 = 0 , 

Le moment du torseur couple est egal au moment du torseur quelconque: M 2P = M p 

Le glisseur \T l ] aura pour elements de reduction : [T 2 ] = < 

On obtient ainsi [t ] = [ L, ] + \r 2 ] 

En chaque point choisi initialement nous pouvons faire cette construction. Tous les glisseurs 
obtenus auront la meme resultante. Ils different par leurs axes mais gardent la meme direction 
car ils sont tous paralleles a l’axe portant la resultante du torseur quelconque. 

10. Tableau recapitulate sur les torseurs 



Elements de reduction au point A 


Construction minimum 


Type de torseur 


R* 0 

R .M a = 0 


Un vecteur lie unique 


Torseur glisseur 


— > — > 

R = 0 

0 


Deux vecteurs lies formant 
un couple 


Torseur couple 


R .M a ^0 


Un vecteur lie + 2 vecteurs 
lies formant un couple 


Torseur quelconque 


— > — > 

R = 0 


Vecteurs nuls 


Torseur nul 


m a = o 







_*,= 0 
M 1d =M 



/?, = R 
=0 
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